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1 Tal og Regnearter

1.1 Regnearternes hierarki

Nar man skal regne pa et udtryk, hvor der er flere forskellige regnearter involveret, er det ikke lige

meget, i hvilken rackkefglge man udfgrer udregningerne.
Hierarkiet er som fglger

1. rgdder og potenser
2. multiplikation (gange) og division

3. addition (plus) og subtraktion (minus)

1.1.1 Regneregler
a+(-b)=a—>

a—(=b)=a+b

a—(b+c)=a—-b—c

(—a)-b=—ab
(—a) - (=b) = ab
:—Z:c
%“:—c
==

1.2 Parenteser

Nar man vil afvige fra det almindelige hierarki hos regnearterne, bruger man parenteser.
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1.2.1 Gange ind i parentes

Nar man skal gange ind i en parentes, bruger man den distributive lov, der siger, at
a-(b+c)=a-b+a-c
Et eksempel kunne vaere
5-242)=5-245-2=10+ 5z

Nar man ganger ind i parentesen, skal man gange tallet pa hvert led, altsa pa hver ting, der er
adskilt af et plus eller minus.

2-5+4-3-2+8-y)

=2.5+4+2-4+2-(=3-2)+2-8-y

=10 + 8 — 62 + 16y

Bemeerk, at nar vi har et produkt (noget, der er ganget sammen), sa skal man kun gange pa én
gang og ikke pa hver faktor i produktet.

1.2.2 Gange to parenteser med hinanden

Nar man ganger to parenteser med hinanden, sa skal man gange hvert tal fra den fgrste parentes
ind i den anden.

(a+b)(z+y)=a-z4+a-y+b-z+b-y=ax+ay+br+by

a ganget ind b ganget ind

1.3 Kvadratsasetningerne

Kvadratsatningerne bruger man ofte, nar man skal reducere udtryk. De omhandler, hvad der sker,
nar man ganger to parenteser med hinanden, der indeholder de samme tal.

(a+b)? =a* +b* + 2ab

(a—b)? =a® +b* — 2ab

(a+b)(a—b) = a® — b*
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1.3.1 Kvadratssetninger og ligningslgsning

Man kan nogle gange lgse ligninger ved at bruge kvadratssetningerne.
Hvis man f.eks. har ligningen

2?2 +9=6x
Kan man starte med at rykke 6x hen pa den anden side af lighedstegnet

2 —

z°4+9—-62=0
sa kan man regne pa venstresiden
2 4+9—-6x=2>+32-2.3.2
og sa kan vi bruge den anden kvadratsasetning ”bagleens”til at samle udtrykket
2?2 4+32-2.3. 2= (z—3)?

Nu er vores ligning

(x—3)*=0

og for at venstresiden giver 0, skal x tydeligvis vaere 3.
Altsa er lgsningen x=3.

1.4 Brgker

En brgk er en division, som man ikke har regnet helt ud. F.eks.
2
7

Tallet under brgkstregen kaldes naevneren, og tallet over brgkstregen kaldes teelleren. Regner man
brgken ud, kaldes resultatet for kvotienten.

Teeller

— = Kvotient
Naevner

Det er vigtigt, at naevneren aldrig giver 0. (Hvordan skulle det give mening at dele noget i 0 stykker?)

1.4.1 Brgkers stdrrelse
Det er tydeligt, at 1/8 er mindre end 1/4. Det vil altid veere sadan, at jo stgrre neevneren bliver,

des mindre bliver kvotienten.

Hvis m>n saer <

S|

1
m
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En brgk der har samme teeller og naevner, har altid kvotient 1

8 _

8

4

g

4
E:I,n;«ré()
n

1.5 Forleenge og forkorte brgker

Nar man regner med brgker, kan det ofte veere praktisk at omforme dem.
Hvis man vil have et stgrre tal i teeller eller naevner, kan man forleenge brgken. Det ggr man ved at
gange det samme tal pa i teeller og neevner.

Brgkens veerdi er altsa usendret, nar vi forleenger den.
Generelt har vi reglen

S|
=

a
2= . k#0

(ol
I

Hvis vi derimod gnsker at ggre talleren eller neevneren mindre, kan vi forkorte broken. Dette gores
ved at dividere med det samme tal i bade teeller og naevner. Generelt kan vi skrive reglen som
a:k

a
b bk k70

1.6 Addition og subtraktion af brgker

For at kunne addere eller substrahere brgker skal man sgrge for at de har samme nsevner. Dette
kan man ggre ved enten at forleenge eller forkorte dem.
Herefter fglger man blot denne fremgangsmade:

b
,_i_,:a—i_
c c
a_b_a-b
C_ Cc
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Bemeerk, at nar vi adderer og subtraherer brgker, er det kun teellerne vi regner pa.

1.7 Multiplikation og division med brgker

Multiplikation med brgker er ganske enkelt. Man ganger simpelthen teeller med teeller og naevner
med naevner.

ab

b
d cd

a
Cc

Ved division med brgker ganger man med den omvendte brgk (hvor teeller og neevner har
byttet plads).

Generelt skriver vi

ol

> e
[SH
(SIS

Vi kan ogsa bruge ovenstaende regel til at dividere en brgk med et heltal. F.eks.
Dette kan vi generelt udtrykke som:
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1.8 Potenser
1.8.1 Oversigt

a“=a-a-...-qa

N———’
n gange
an . am — aner
m
a am—n
an

b b
1
a"=— , a#0
a/TL
1
at==, a#0
a
a®=1, a#0

1.9 Kvadratrgdder og andre rgdder

Rgdder er det omvendte af potenser. Feks. Kan vi sige

V9=3 fordi 32=9

V125 =5 fordi 5% = 125.

1.9.1 Regneregler for rgdder

Vi omskriver nogle af potensregnereglerne, sa vi ogsa kan bruge dem med rgdder.

Va-b=/a- Vb
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2 Ligninger
2.0.1 Lgsning af ligninger

Nar vi skal lgse ligninger, kan det vaere rart at bruge nogle tricks til at na frem til det rigtige svar.
Den metode, vi bruger hedder ”ensbetydende ligninger”. Det gar simpelthen ud pa at omforme den
ligning, vi har stillet, samtidig med vi sgrger for, at Igsningerne til den omformede ligning er de
samme som til den oprindelige.

Nar vi omformer ligninger, er det tilladt at laegge tal til eller traekke tal fra, sa leenge man gor det
pa begge sider af lighedstegnet.

Det er ogsa tilladt at gange eller dividere med et tal pa begge sider af lighedstegnet. Dog ma man
hverken gange eller dividere med 0.

Mange ligninger kan vi lgse udelukkende ved hjeelp af disse simple omformningsregler.

3r+4 = z+3&
3r+4—-4 = z+3-4&
3r—z = rz—-1—-z&
2r = —-1&
¥ - Fe
o= —1.

2.0.2 Ligninger af hgjere grad

De ligninger, vi har set ovenfor, kaldes forstegradsligninger, fordi der ikke optraeder nogen potenser
af x. Graden af en ligning svarer til den hgjeste eksponent af x. F.eks. er

=81
en fjerdegradsligning, og
20 —7=9
er en tredjegradsligning.
22 4+22=0

er en andengradsligning. Ligningen indeholder bade et fgrstegradsled (2) og et andengradsled (z2),
men sa er det den hgjeste eksponent, der bestemmer hvilken grad, ligningen har.
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2.1 To ligninger med to ubekendte

To ligninger, der vil blive anvendt i de folgende eksempler.

3z + 4y 35

20.

4o + 2y

2.1.1 Substitution

Substitutionsmetoden gar ud pa at isolere en af de ubekendte i en af ligningerne. Derpa kan man
szette dette udtryk ind i den anden ligning, og sa har man kun en ubekendt tilbage. Lad os prgve
at bruge metoden pa ligningerne ovenfor. Vi tager udgangspunkt i den fgrste ligning og isolerer y.

3r+4y = 35&
4y = 3b-3z&
y = 35231_

Nu kan vi saette dette udtryk for y ind i den anden ligning

dr+2 = 20&
4z +2-(3232) = 20.

Nu er der kun én ubekendt tilbage (z), og vi lgser ligningen pa almindelig vis

dr+2-(8582) = 20
4+ 050 = 06
4+ -2 = 0e

Sz+3 = e
S5y = 20-2 &
gos = g@
r = 1.

Nu ved vi, at « skal veere 1. Men vi mangler stadig at finde y. Heldigvis fandt vi jo tidligere frem
til et udtryk for y, hvor vi nu kan indssette vores veerdi for x
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y = ¥ s
y = Ppee
y = %
y = 8.

Vi kan prgve at ssette £ = 1 og y = 8 i vores oprindelige ligninger for at tjekke, om det er det rigtige
svar

3r+4y=3-14+4-8=3+32=35

dr+2y=4-1+2-8=4+416 =20,

og det er det heldigvis.

2.1.2 Lige store koefficienters metode

Koefficienterne er de tal, der star foran x’erne og y’erne i en ligning. I denne metode omformer vi
de to ligninger, sa koefficienterne foran en af de to variable er ens. Derefter laegger vi de to ligninger
sammen eller traekker dem fra hinanden. Pa den made forsvinder den ene variable, og vi star tilbage
med en almindelig ligning. Lad os prove med eksemplet ovenfor.

3z +4y =35

4o+ 2y =20

Vi ganger den nederste ligning med 2 (det vil sige ganger med 2 pa begge sider af lighedstegnet)
for at opna 4 som koefficient foran y.

2-(dz+2y) = 2-20&
8r+4y = 40.
Nu har vi de to ligninger:
3z +4y =35
8z 4+ 4y =40
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Vi ser, at y har koefficienten 4 i begge ligninger. Nu traekker vi dem fra hinanden.

(3z + 4y) — (8% + 4y) = 35 — 40

Og ved at reducere lidt far vi

3r+4y—8x—4y = 35—-40&
3-8 = -5&
—5r = —-5&
z = 1.

Igen naede vi altsa frem til, at x er 1 kr. Nu finder vi y (prisen pa en slikpose) ved at satte vores
x-veerdi ind i en af de to oprindelige ligninger; vi bestemmer helt selv hvilken, fordi det ALTID vil
give samme resultat. Vi tager den forste

3r+4y = 35&

3-1+44y = 35&
49 = 3b-3&
y = %-=38

2.1.3 Determinant-metoden

Determinant-metoden er i realiteten det samme som ”lige store koefficienters” metoden, men vi vil
her stille ligningerne op i en bestemt orden og i en bestemt rakkefglge. I modssetning til de to
foregaende metoder vil vi her starte med to generelle ligninger da det illustrerer metoden bedre.
Vi starter med at opskrive de to generelle ligninger med to ubekendte x og y

)

ar+biy=c

W

asx + by = co.

A~ A~~~
ot w
T D O —

Her er ay, as, by, ba, ¢1, co konstanter som vi i princippet kender, da vi far dem opgivet i det konkrete
eksempel. Hvis vi f.eks. ser pa eksemplet ovenfor med slikkepinde og slikposer sa kan vi identificere
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disse konstanter saledes

al bl C1
=~ =~

3 2+ 4y = 735
4 z+ 2 y = 20 .
az b2 c2

Hvis vi sa benytter fremgangsmetoden fra ”lige store koefficienters” metoden kan vi gange alle led i
den fgrste ligning med ap samt alle led i den anden ligning med a; hvorved vi far fglgende to lignin-
ger (hvor vi ogsd har samlet x’erne alene pa venstre side og resten pa hgjre side af lighedstegnet)

(6)

a1a2T = asCy — asbyy (7)
(8)

a1a2T = aics — aibay. (9)
(10)

Nu kan vi se, at de to ligningers venstreside er ens, hvilket vil sige at hgjresiden af de to ligninger
er lig det samme. Vi kan derfor sztte hgjresiden af den gverste ligning lig med hgjresiden af den
nederste ligning hvorved vi far ligningen

azc; — azbry = aica — arbay. (12)

Vi kan nu samle alle leddene hvor y indgar pa venstre siden og resten pa hgjresiden

(14)
arbay — asb1y = aica — azcy. (15)
(16)
Sa kan vi saette y udenfor en parentes
(17)
y(aibs — azby) = arco — ascy, (18)
(19)

og sa dele med parentesen pa begge sider af lighedstegnet hvorved vi far folgende udtryk for y
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(20)

a1Co — agCq1
== == 21
y a162 — agbl ( )
(22)

Vi kan nu gennemga samme beregninger for z, hvor vi i stedet for at gange ligningerne med hhv.
a1 og as skulle gange med hhv. by og by. Gares dette far man fglgende udtryk for z

(23)
bgCl - b102
a162 — a2b1 ( )
(25)

Vi vil nu indfgre to nye begreber; matrix og determinant. En matrix skrives matematisk som

ar b
az by

og bestar af to raekker (der indeholder hhv. a; og by samt as og bs) og to sgjler (der indeholder hhv.
a1 og ag samt by og by). Determinanten af en matrix betegner vi med bogstavet D og den beregnes
pa fglgende made

(26)

a; b
D = a; b;‘ = a1by — azby. (27)
(28)

Bemerk at den firkantede parentes der for omsluttede vores matrix blev sndret til to lodrette
streger. Dette er en ofte brugt metode til at visualisere om man taler om en matrix eller om deter-
minanten af en matrix. Bemaerk desuden at maden hvorpa vi beregnede determinanten af en matrix
med 2 sgjler og 2 reekker var ved at tage gverste venstre indgang (a1) og gange med nederste hgjre
indgang (bs) hvorefter vi traekker nederste venstre indgang (as) ganget med gverste hgjre indgang
(by) fra.

Betrager vi nu vores udtryk for « og y kan vi identificere determinanten D beregnet ovenfor som
naevneren i begge udtryk. Vi er desuden i stand til at konstruere to nye matricer D, og D, pa
folgende made
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(29)
_ |t by _ o
D, = co by = c1bs — coby (30)
(31)
D, =% @ = aicy — ascy (32)
Y ag C2
(33)

hvor vi kan identificere D, som teelleren i udtrykket for  samt D, som teelleren i y. Til sidst kan
vi nu opskrive udtrykkene for x og y pa fglgende lette og overskuelige made vha. ovenstaende 3
determinanter

(34)
v % oy % (35)
(36)

2.2 Grafisk Igsning af to ligninger med to ubekendte

I nogle tilfeelde kan man lgse to ligninger med to ubekendte ved brug af grafer. Vi starter med at
isolere den ene variable i begge ligninger. Derefter tegner vi de to grafer ind i et koordinatsystem.
Koordinatsaettene til skeeringspunktet/-erne er lgsningen/-erne til ligningssystemet.

Lad os se pa et eksempel. Vores ligninger er

Y 3z +4

20 +y = 14.

Vi kan se at y allerede er isoleret i den fgrste ligning. Sa vi isolerer den blot i den anden ligning

2r4+y = 4d&
y = —2z+ 14.
Nu tegner vi de to ligninger ind i et koordinatsystem

Vi kan se, at ligningerne har lgsningen

r=2, y=10

Vi prgver at seette ind i de oprindelige ligninger for at sikre, at vi har regnet rigtigt. Indseettes
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37110172345 6 X 8 910111213 14

lgsningen i forste ligning (y = 3z + 4) far vi

V: 10=10
H: 3-24+4=6+4=10.

samt for den anden ligning (2z + y = 14)

V: 2.2410=44+10=14
H: 14 =14.

Lad os se pa et andet eksempel. Vores ligninger er

2y +2cx = 222
y—2r = 0

Vi starter med at isolere y i den fgrste ligning

2y +2r = 2% &
2y = 222 -21&
y = z?—2.

og sa isolerer vi y i den anden ligning

y—2r = 0&
y = 2.

Nu indtegner vi graferne i et koordinatsystem
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Vi aflaeser skeeringspunkterne til (0, 0) og (3, 6). Dvs. at en lgsning er £ = 0 og y = 0, mens en
anden lgsning er x = 3 og y = 6. For at sikre os, at vi har aflaest rigtig, prover vi at indsatte
punkterne i de oprindelige ligninger.

Forst tjekker vi at (0, 0) er en lgsning. For begge ligninger skal venstre og hgjre side af lighedstegnet
give det samme

V: 2y+2x=2-0+2-0=0
H: 2:2=2-02=2-0=0.

og

Vi y—2r=0-2-0=0
H: 0=0.

Da venstre og hgjresiderne gav det samme i begge ligninger, er x = 0 og y = 0 en lgsning. Nu ser
vi pa den anden lgsning hvor t =3 og y =6

V: 2y4+2x=2-6+2-3=124+6=18
H: 222=2-32=2.9=18

samt

Vi y—2r=6-2-3=0
H: 0=0.

Igen far vi at hgjre- og venstresiderne stemmer overens i de to ligninger.
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2.3 Numeriske ligninger

Numerisk veerdi Nar man arbejder med numeriske ligninger, bliver man ngdt til at vide, hvad
den "numeriske veerdi af et tal”betyder. Lad os betragte den reelle tal linje:

Tallene gar fra —oo til 400, og 0 skiller de positive og negative tal fra hinanden. Den numeriske
veerdi af et tal er lig med tallets afstand fra 0. Sagt med andre ord: Den numeriske veerdi af et tal
er altid selve tallet selv med positivt fortegn.

Eksempler:

e Den numeriske veerdi af tallet —4 er 4
e Den numeriske veerdi af tallet —10 er 10
e Den numeriske veerdi af tallet 5 er 5

I stedet for at skrive ”den numeriske veerdi af tallet -4”kan man skrive 7| —4|- det to lodrette streger
betyder ”den numeriske veerdi af”’.
Vi kan derfor skrive | —4| =4, | —10] =10 0g |5| =5

Den numeriske veerdi kan defineres pa folgende made:
Den numeriske veerdi af  er lig med x hvis z er stgrre end, eller lig med 0. Hvis derimod at x er
mindre end 0 sa er den numeriske veerdi af = lig med —z.

Numeriske ligninger Lgser man en ligning, hvor der indgar en numerisk veerdi, bliver man ngdt
til at bruge denne definition. Nar vi skal til at lgse numeriske ligninger er vi nemlig ngdt til at afggre,
hvilke vaerdier der er tilladte for x at antage. Dette interval af tilladte veaerdier for x kaldes senere
hen for definitionsmeengden for x. I modsaetning til almindelige ligninger, kan numeriske ligninger
have mere end 1 lgsning. Lad os tage udgangspunkt i et par eksempler.

2.4 Andengradsligningen

En andengradsligning er en ligning pa formen

ar’ +br4+c=0, a#0

Nar man skal Igse en andengradsligning, kan det veere sveert at isolere x, som vi er vant til fra
almindelige fgrstegradsligninger. Derfor findes der en lgsningsmetode til at finde z, nar man har at
gore med en andengradsligning. Metoden er inddelt i to skridt.

Forst skal man finde diskriminanten. Diskriminanten betegnes med bogstavet d. Diskriminanten
forteeller os, hvor mange lgsninger andengradsligningen har.

Hvis d er positiv (d > 0), har ligningen 2 lgsninger.

Hvis d = 0, har ligningen 1 lgsning.

Hvis d er negativ (d < 0), har ligningen ingen lgsninger.
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Man beregner diskriminanten ved formlen

d=b>—dac

Nar vi skal finde lgsningerne, bruger vi formlen

_ —b+Vd
e 2a

Tegnet efter —b skal leeses ”plus minus”, og det betyder, at vi finder den ene lgsning ved at indsaette
et plus, og den anden lgsning ved at indsaette et minus.

2.5 Uligheder

Nar man lgser ligninger, har man en venstreside og en hgjreside, og imellem dem er placeret et
lighedstegn, =. Nar vi skal lgse uligheder, er der fire forskellig ulighedstegn, vi skal holde styr pa.
x <y "z er mindre end eller lig med y”

x >y "z er storre end eller lig med y”

x <y "z er mindre end y”

x >y "z er storre end y”

Hvis man er i tvivl om, hvad der betyder hvad, sa kan man se ulighedstegnet som en krokodillemund,
der altid vil spise den stgrste veaerdi.

En ulighed bestar af en venstreside, en hgjreside og et af de fire ulighedstegn imellem.

2.5.1 Regneregler for uligheder

Nar man skal Igse en ulighed, sa ma man laegge til eller trackke fra pa begge sider af ulighedstegnet.

rT+5H5<K8 & r<8-5H & <3

Man ma ogsa godt gange eller dividere med et positivt tal.

1
4r > 100 < xz% & x> 25

Hvis man vil gange eller dividere med et negativt tal, sa skal man vende ulighedstegnet om.

35
—br >3 x<—5 S o< -7

Nar man lgser uligheder, kan man ikke uden videre gange eller dividere med en ubekendt (f.eks. x).

Man ved nemlig ikke, om den er positiv eller negativ, og derfor ved man ikke, om man skal vende
ulighedstegnet eller e€j.
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2.5.2 Ulighedstegn og intervaller

Der er en sammenhaeng mellem, om man bruger svagt eller skarpt ulighedstegn, og om man har
med abne eller lukkede intervaller at gore.

2<z<4 & x €]2;4]
2<z<4 & ze (24
x> 8 & x €]8;00]
x>5 & x € [5;00].
Her er et par eksempler pa lgsning af uligheder.

3r+17<b5xr —8

Forst rykker vi x’erne hen pa venstresiden og tallene hen pa hgjresiden. Da vi bare laegger til og
traekker fra, skal vi ikke vende ulighedstegnet

3r—5r < -8—-17¢&
—2r < =25

Nu dividerer vi med -2 pa begge sider. Da -2 er negativt, betyder det, at vi skal vende ulighedstegnet

25
— =12,5.
x>2 N

Nu er uligheden lgst. Man kan ogsa skrive lgsningen som
25

15z < 1022

En anden ulighed er

Selvom, der star z’er pa begge sider, kan vi ikke dividere med x, da vi ikke ved om x er positivt
eller negativt (eller evt. 0).
Derfor starter vi med at treekke 1022 fra pa begge sider

152 — 1022 < 0

Nu seetter vi 102 udenfor en parentes

10z - (1,5 —x) <0
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Nu har vi et produkt, der skal veere negativt. Det betyder, at faktorerne skal have forskellige fortegn.
Lad os undersgge for hvilke x-vaerdier dette geelder.

Nar x < 0, sa er 10x negativ, mens 1,5 — z er positiv. Derfor er deres produkt negativt.

Nar x = 0, sa er 102 = 0 og sa er produktet 0

Nar 0 < z < 1,5 er 10x positiv, og 1,5 — = er ogsa positiv. Derved er deres produkt positivt.
Narz =1,5er 1,5 —x = 0, og derved er produktet 0.

Nar x > 1,5 er 10x positiv og 1,5 — x er negativ. Derved er deres produkt negativt.

Svaret er de x-veerdier, der giver et negativt produkt. Vi kan skrive det op pa felgende mader:

<0 V z>15 << x€]—00;0[U]|1,5;00[

3 Funktioner

3.1 Koordinatsystemet

Et koordinatsystem er en to-dimensional tallinje. Dvs. to tallinjer, sakaldte akser, der star vinkelret
pa hinanden. Den, der gar vandret, kaldes for det meste for x-aksen eller forsteaksen, mens den lod-
rette oftest kaldes y-aksen eller andenaksen. X-aksen og y-aksen skeerer hinanden i deres respektive
O-punkter. Dette punkt kaldes origo.

5 A
¥ origo
* >
5 0 5
X
5

Hvis vi placerer et punkt i koordinatsystemet, kan vi aflaese dets koordinater. Dette ggr vi ved at
tegne vinkelrette linjer fra punktet til akserne.

Punktet, vi har indtegnet i ovenstaende koordinatsystem, har 2 som x-koordinat og 3 som y-
koordinat. Man skriver et koordinatsset i en parentes (x, y), hvor x- koordinaten altid star forst,
og y-koordinaten sidst. Man adskiller x- og y-koordinaten af et komma eller et semikolon. Punktet,
som er indtegnet ovenfor, ville man skrive (2, 3).
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5 A
f >
-5 0 5
X
-5
De fire omrader i koordinatsystemer kaldes kvadranter.
Y3
2 kvadrant ) 1. kvadrant
1
0
-4 3 0 1 2 3 4
X
-1
3. kvadrant -2 4. kvadrant

De adskilles fra hinanden saledes.

1. kvadrant er bade x og y positive

2. kvadrant er x negativ og y positiv

3. kvadrant er bade x og y negative

4. kvadrant er x positiv og y negativ

3.2 Lineaere funktioner

Generelt kan vi sige, at en linezer funktion er en funktion, der har forskriften
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y=axr—+b

X og y er variable.

Tallet a kaldes haldningskoefficienten, og tallet b kaldes skeeringspunktet med y-aksen.
Heeldningskoefficienten skal forstas som sa meget, vores y-veerdi vokser, hver gang vores x-veerdi
vokser med 1.

Hvis heeldningskoefficienten er positiv vil funktionen altsa vokse (sa grafen starter nede til ven-
stre og beveeger sig op mod hgjre), og hvis haeldningskoefficienten er negativ, vil funktionen aftage
(s& grafen starter oppe til venstre og bevaeger sig ned mod hgjre).

Hvis heeldningskoefficienten er 0, vil funktionen hverken vokse eller aftage, og grafen vil saledes veere
parallel med x-aksen.

Da heldningskoefficienten bestemmes ud fra, hvor meget y vokser for hvert x, er det muligt at afleese
haeldningskoefficienten pa grafen ved (fra et valgfrit startpunkt) at ga 1 ud pa x-aksen og se, hvor
meget grafen beveeger sig opad.

f(x)=2x-1 .

Pa grafen ovenfor kan vi se, at man gar 2 op, hver gang man bevager sig 1 hen ad x-aksen. Derfor
er a=2.
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b er en konstant, der afggr, hvor grafen skeerer y-aksen. Hvis b er positiv finder skeeringen sted
ovenfor origo, og hvis b er negativ er skeeringen placeret under origo. Hvis b=0, skeerer grafen
yaksen i origo. I dette tilfeelde skriver man funktionen som y=ax, og vi kalder det for ligefrem
proportionalitet.

Pa billedet ovenfor kan vi aflaese b ved at se hvor grafen skeerer y-aksen. Denne skaering er i punktet
(0, -1). Derfor er b= -1

Alle linezere funktioner har grafer, der er rette linjer. Man kan tegne grafen ud fra 2 punkter.

3.3 Find a og b (linezer)

Vi vil her gennemga, hvordan man finder konstanterne a og b (haeldningskoefficienten og skaeringen
med y-aksen), nar man kender to punkter pa grafen.
Lad os starte med at kalde de to punkter pa grafen for hhv.

(3317 yl) 0og (5627 yz)

Hvis vi kender koordinaterne til to punkter, kan vi beregne a ved hjeelp af formlen

_ Y-
T2 — T1

a

Nar vi fgrst har fundet a, kan vi let finde b. Vi har to formler for at finde b.

b=y —a-z

b=y —a-x

3.4 Renteformlen

For en generel startkapital Ky og en generel rente r er renteformlen saledes

Kn=K0(1+T)n

Man beregner altsa, hvor stort belgbet er efter n terminer. (Termin er et ord lant fra bankverdenen,
hvor det betyder perioden mellem to rentetilskrivninger).
Det er ogsa muligt at isolere de gvrige stgrrelser i renteformlen

Ky
(L4

R
r = KO
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_ log(K,) — log(Ko)
log(1+ )

Renteformlen er et eksempel pa eksponentiel udvikling

3.5 Eksponentiel udvikling

Generelt er eksponentielle udviklinger pa formen

y=0b-a*, a>0

Vi har allerede set, at x og y er variable, hvor y-vaerdien afhaenger af, hvilken x-veerdi vi propper
ind pa hgjre side. y er altsa den afhaengige og x den uafthaengige variabel.

Men hvad er sa a og b?

a er en konstant, der kaldes fremskrivningsfaktoren. Den fortzeller noget om, hvor mange procent y
vokser eller aftager med for hvert x. Hvis y vokser med r procent pr x har vi nemlig at

a=14+r

hvilket er det samme som at sige

r=a—1

Hvis vi far at vide, at y vokser med 5 procent for hvert x, sa er

a=1+r=1+5%=1+0,05=1,05

Og hvis vi far at vide, at y aftager med 7 procent for hvert x, sa er

a=14r=1+(=7%)=1-0,07=0,93

Og hvis vi far at vide, at a=1,23, sa kan vi finde r saledes

r=a—1=1,23—-1=0,23 = 23%

Generelt kan vi sige, at
Hvis a>1, sa er udviklingen voksende
Hvis 0<a<1, sa er udviklingen aftagende.

Pa en graf kan vi aflaese b som skeeringen med y-aksen.

I dette eksempel kan vi se, at b=2,5.
Man kan ikke pa samme made aflaese a ved at se pa grafen. Dog kan man se, at hvis a er stgrre end 1,
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a>1

)
o I =) )
o
A
Q
A
-

sa vil grafen kreenge opad, og hvis a er mindre end 1 (men stgrre end nul), s& vil grafen kreenge nedad.

Bemeerk, at grafen aldrig krydser x-aksen

3.5.1 Find xogy

Nar vi kender x og gnsker at finde det tilhgrende y, sa kan vi bare indsatte x pa hgjresiden og sa

se, hvilket y, der kommer ud.

Hvis vi derimod kender y og gnsker at finde ud af, hvilket x der hgrer til, sa skal vi forst have isoleret

x. Til det skal vi bl.a. bruge logaritmeregnereglerne.

y=b-a

log(¥) = log(a”)

log(y) — log(b) = x - log(a)
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log(y) — log(b)
log(a)

Nu kan vi bestemme x ved formlen

_ log(y) —1log(b)
log(a)

3.6 Find a og b (eksponentiel)

Vi vil her gennemga, hvordan man finder konstanterne a og b (fremskrivningsfaktoren og skeeringen
med y-aksen) for en eksponentiel funktion, nar man kender to punkter pa grafen.
Lad os starte med at kalde de to punkter pa grafen for hhv.

(1, y1) og (22, y2)
Forst finder vi fremskrivningsfaktoren. Den findes ved hjalp af formlen

Y2
a= w2 mili
n

Nar vi kender fremskrivningsfaktoren, finder vi skeeringen med y-aksen ved at isolere b i en af de
to ligninger:

y1=>b-a"
Y2 =b-a"
Dvs
b= Y1
= o
_ Y
b= s

3.7 Fordoblings- og halveringskonstant

Nar man har at ggre med en voksende eksponentiel funktion, sa vil den vokse med en fast procent
pr enhed pa x-aksen. Efter et vist antal x-enheder vil den vaere vokset med 100% - dvs. den er
fordoblet. Det stykke vi skal ga ud ad x-aksen, fgr funktionsveerdien er fordoblet, kalder vi fordob-
lingskonstanten. Denne betegnes med Ty
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Grunden til, at der er tale om en konstant, er, at da udviklingen sker med en vis procent, sa er det
ligegyldigt, hvorhenne vi starter, da der stadig skal et lige langt stykke x-akse til at na op pa 100%.
Det kan virke lidt abstrakt, men prgv at se pa folgende billede. Her er fordoblinskonstanten 3. Nar
vi gar fra 0 til 3 pa x-aksen, bliver y-veerdien fordoblet (fra 4 til 8). Nar vi gar fra 7 til 10 pa x-aksen
bliver y-vaerdien imidlertid ogsa fordoblet (fra 20 til 40).

T2

Generelt lyder
sporgsmalet: hvor mange gange skal man gange a med sig selv for at fa 27 Eller udtrykt matematisk:

al? =2

For at finde T bruger vi logaritmeregnereglerne

log(a™) = log(2)

T, - log(a) = log(2)

_ log(2)
log(a)

b

Altsa kan vi finde fordoblingskontanten ved formlen

log(2)

T =
7 log(a)

3.7.1 Halveringskonstant

Ligesom de voksende eksponentialfunktioner har en fordoblingskonstant, sa har de aftagende eks-
ponentialfunktioner en halveringskonstant. Denne betegnes med T
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Ligesom der fandtes en formel for fordoblingskonstanten, findes der ogsa en for halveringskonstan-
ten. Her stiller man sig selv spgrsmalet ” hvor mange gange skal jeg gange a med sig selv for at fa %?”.

Lgsningen pa denne ligning findes pa samme made som ved fordoblingskonstanten og er

_ log(3)
log(a

T

Nl

~—

Da eksponentialfunktioner ofte har at ggre med udvikling over tid, sa kalder man til tider ogsa
fordoblingskonstanten for fordoblingstiden og halveringskonstanten for halveringstiden.

3.8 Potensfunktioner

Den tredje vigtige type funktion (udover linezre og eksponentielle) er potensfunktionerne.
Den generelle forskrift for en potensfunktion er

y=b-x

Den hedder en potensfunktion, fordi den bestar af en potens (x*) med fast eksponent (a) og varia-
belt grundtal (x). Derudover er der en koefficient, b, der ganges pa.

Potensfunktionen har den egenskab, at nar x-veerdien stiger med en fast procent, sa stiger y-vaerdien
ogsa med en fast procent. Under tiden kaldes potensfunktioner ogsa procent-procent-vaekst.

Det betyder med andre ord, at nar vi ganger vores x-vaerdi med et tal, k, sa skal vi gange vores
y-veerdi med k“.

Leeg meerke til, hvordan det adskiller sig fra eksponentialfunktionen, hvor y steg med en vis procent,
nar x steg med et tal. I potensvaeksten skal x stige med en procent og ikke et tal, for y stiger med
en bestemt procent.

161100%

100%

of | 200% 200%

2 1]0 1.2 3 4.5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Vi kan se pa grafen, at nar x vokser med 200
Nar x=1, og vi stiger 200%, er vi oppe pa 3. Og y er steget med 100% (fra 4 til 8)
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Nar x=5, og vi stiger med 200%, er vi oppe pa 15. Og y er steget med 100% (fra 11 til 22).

Lige meget hvor vi starter, vil en forggelse pa 200

Man kan ogsa udtrykke det pa en anden made.

Hvis vi fremskriver en x-veerdi med faktoren F, sa fremskrives y-vaerdien med faktoren F,, og sam-
menhangen mellem de to faktorer er

F,=F° & F,=4F,

3.8.1 Betydningen af a

I modsatning til de to andre funktionstyper, kan grafen for potensfunktioner se meget forskellige
ud. Udseendet afthaenger i hgj grad af, hvilken veerdi a har.

Vi ser, at hvis a er mindre end 0, vil grafen starte hgjt oppe og smyge sig ned langs y-aksen for sa
at nezerme sig 0 og sa smyge sig henad x-aksen. Bemeerk, at den aldrig krydser nogen af akserne!
Funktionen er altsa aftagende.

Hvis a er 0, er funktionen konstant med y=b.

Hvis a ligger mellem 0 og 1, vil vi have en voksende graf, som flader mere og mere ud.

Hvis a er 1, har vi en ret linje (med heeldning b). Og sidst men ikke mindst: hvis a er stgrre end 1,
har vi en graf, der vokser og bliver mere og mere stejl.

Nar a ligger mellem 0 og 1, er potensfunktionen faktisk ogsa en ”rodfunktion”. Som eks. Er

2?2 = /7

(se evt. afsnittet om kvadratrgdder og andre rgdder).
Derfor vil en funktion som

veere det samme som
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3.8.2 Betydning af b

Ovenfor har vi set, hvad tallet a betyder for grafens udseende.

Imidlertid siger tallet b ogsa noget om, hvordan grafen ser ud. Det er nemlig den veerdi, der er pa
y-aksen, nar x er 1. For at afleese b ud fra en graf skal man altsa ga ud ad x-aksen til man stgder
pa 1, og derefter ga op ad y-aksen, til man stgder pa grafen; y-veerdien i dette punkt er sa b.

(1,b)

o = N W A O O N 00 ©
N
w
EN
3]
)

Her ser vi forskellige potensfunktioner med samme b-veerdi (men vidt forskellige a-veaerdier).

(1.b)

o = N W O O N 0 ©

N)
w
o
4]
()

3.8.3 Grafen

Nogle gange kan grafen for en potensfunktion ligne grafen for en eksponentiel funktion til forveks-
ling. Imidlertid er der nogle tommelfingerregler, s man kan kende forskel.
Nar a er storre end 1, ligner grafer en voksende eksponentialfunktion. Der hvor de adskiller sig er, at
grafen for en eksponentialfunktion vil skeere y-aksen i punktet (0,b), mens potensfunktionens graf
kommer uendeligt teet pa origo (0,0), men aldrig helt vil skaere y-aksen (selvom det pa grafen ser
sadan ud), fordi potensfunktionen kun er defineret for positivie reelle tal.

Man kan ogsa komme til at forveksle grafen for en potensfunktion med a mindre end 0 med afta-
gende eksponentialfunktioner.

Her skal vi igen huske, at en aftagende eksponentialfunktion skeerer y-aksen i punktet (0, b), mens
en potensfunktion med a mindre end 0 aldrig skerer y-aksen.
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Hvis man har nogle punkter og vil finde ud af, om de tilhgrer en eksponentiel eller potensvaekst,
kan man tegne dem ind i forskellige koordinatsystemer.

En potensfunktion vil danne en ret linje i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem, mens en eksponen-
tialfunktion vil danne en ret linje i et enkeltlogaritmisk (semilogaritmisk) koordinatsystem.

3.8.4 Find xogy

I en potensfunktion er y en funktion af x. Hvis vi kender x, kan vi altsa satte det ind pa hgjre side
og sa finde ud af, hvad det tilhgrende y er.
Hvis vi derimod kender y og gerne vil bestemme x, skal vi forst have isoleret x i udtrykket.

Vi kan altsa finde x ved formlen

(©matematikleereren.dk
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3.9 Find a og b (potens)

Vi vil her gennemgé, hvordan man finder konstanterne a og b (eksponenten og skeeringen med linjen
x=1) for en potensfunktion, nar man kender to punkter pa grafen.
Lad os starte med at kalde de to punkter pa grafen for hhv.

(71, y1) og (w2, yo)

Forst finder vi a. Den findes ved hjelp af formlen

o 1o8(y2) —log(y1)
log(z2) — log(z1)

Nar vi har fundet a, kan vi finde b. Vi indssetter punkterne i forskriften for potensfunktionen og
isolerer b. Det giver os to formler for b, og vi vaelger selv, hvilken vi vil bruge.

ylzb'l'la -~ b= ylygzb‘xga & b= L2
l‘la J)Qa

3.10 Logaritmer

Generelt:

Hvis y=10" saer log(y) ==

eller sagt pa en anden made

log(10%) = x

Med ord ville man sige
Logaritmen til et positivt tal er den eksponent, 10 skal oplgftes til for at give tallet.
Her er nogle eksempler pa, hvordan vi finder logaritmen til nogle tal.

log(1000) =3  fordi 10® = 1000
log(1) =0 fordi 10° =1

log(0,01) = =2 fordi 1072 =0,01

Og her ser vi, hvordan vi finder logaritmen til de forste par naturlige tal.

log(1) =0 fordi 10°=1
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log(2) = 0,301 fordi 103! =2

Ligesom vi sa at

log(10%) = =

kan vi ogsa vende det om og se at

1Olog(:c) — 7

3.10.1 Logaritmeregneregler

Nar vi regner med logaritmer, er der nogle vigtige regneregler.

1. log(a-b) =log(a) + log(d)

2. log (%) = log(a) — log(b)

3. log(a®) =z -log(a)
Med ord kan vi sige

1. logaritmer oversaetter gange til plus
2. logaritmer oversatter dividere til minus

3. nar man tager logaritmen til en potens, ma man rykke eksponenten ned foran.

3.10.2 Den naturlige logaritme og andre logaritmer

Den almindelige logaritme kaldes ofte for 10tals-logaritmen. Dette skyldes, at man jo skal se, hvilken
eksponent man skal oplgfte 10 til for at fa tallet. Vi siger, at 10 er grundtallet. Men man kan ogsa
forestille sig logaritmer med andre grundtal.

En af de mest anvendte er Den Naturlige Logaritme. Denne betegnes ofte med In. Grundtallet i den
naturlige logaritme er Eulers tal.

e~ 2,71828

For den naturlige logaritme gaelder altsa

Hvis y=¢€" saer In(y)==x
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C—niveau

eller sagt pa en anden made
In(e”) =z
eln(x) —

Man kan ogsa bruge andre grundtal end 10 og e. I disse tilfzelde markerer man hvilket grundtal man
bruger ved at skrive det med sanket skrift efter log. F.eks. ville man skrive 2tals-logaritmen saledes:

Hvis y=2" saer log,(y)==

Man kan ggre det helt generelt med at skrive

y=a" < log,(y) =z

Med den her notation kunne man skrive den almindelige 10tals-logaritme som

logyo()

hvilket man ogsa under tiden ggr.
Den naturlige logaritme kunne ogsa skrives

log. ()

men det ggr man ikke, fordi den naturlige logaritme jo har faet sin egen betegnelse In(x)

BEMZAERK: logaritmeregnereglerne geelder for alle logaritmer uanset grundtallet!

1. log,(x-y) = log,(x) + log,(y)

2. log, (;) = log, (z) — log,(v)

3. log,(z¥) =y -log,(x)
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